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Semaine O : Révision : travail individuel

Exercice 0: A chercher seul, les résultats se trouve a la derniere page, a ne regarder qu’apres avoir
cherché I'exercice. Simplifier autant que possible les expressions suivantes avec a,b € R,z € R :

B4 1.4 a++/a In /2
E, = - J Fiy = Va By — n+v/2
1+ 1+a? 1++a In4
3 2 In8 Ina* —Ina 1
Ey=——- _ e Fro—e — 7 1) Erg = —
2 il/_?) E8_1n2 1 ln% (a7 ¥ 2
By = Vat da — 4b = —1)? : —a)?
’ -1 Ey = ? avec a # b Eu 2;/3 + gﬂ 1 Ey = (at —af
a " +a b—a e’” + e“* a
a 2 et Vab+b
a® — b Ei== By = e’ —e* Eyy=1———
Es = 10=73 1,1 b
a+b 1 p._2713
Esg=In8 —In?2 E, = (Va)® " Eyp=1\/1+a+ Via
Semaine 1 : Relation d’ordre sur R
Exercice 1: Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 322 + 4z +3 =42* — 3z + 4. c) x = +/3z + 10.
3x+4 T T
b) otz = . d) 55 =5
Exercice 2: Montrer les inégalités suivantes, pour tous z,y réels :
v* +y? c) day? < (1+a")(1+y"),

a) zy <

) 2
2 1 d) xy§<IT+y> 7

b) Si x > 0 alors x + — > 2,
T

Exercice 3: Résoudre dans R les inéquations suivantes et représenter graphiquement I’ensemble des
solutions :

a) 202 — 3 +4 < 4% + 22 +9, N f) |z + 1] < 0.1,
3 2 ) = 9
b) 2z° — 5x" + 3z <0, 1x+2 g) |x — 2| > 10,
2r+1 h) |z| < |z + 1]
<0 e) — >z, ;
) 3r+ 2 ’ x

Exercice 4: Soient x,y € Rtelsque 3 <xr <bet -1 <y <2

a) Donner des encadrements de x + y, © — y, zy, g—lc, i, x#

b) Majorer |z, |y|, en déduire sans utiliser la question a) ydes encadrements de |z + y|, |z — y|, |zy],
A=t

Exercice 5: On suppose que x € R et a € R* vérifient |z — a| < |a|. Montrer qu’alors x est non nul et
de méme signe que a.

Exercice 6: Soit xq, xs, ..., x, des réels compris entre 0 et 1, montrez par récurrence que :

n

[[0-z)=1-%

i=1

On commencera par calculer les différentes expressions dans le cas ou n = 2, x1 = %, To = %
n
Exercice 7: Soient aq,...,a, des nombres réels positifs. Montrer que si E a = 0 alors tous les a

k=1
sont nuls.



Semaine 2 : Propositions

Exercice 8: Remplir les tables de vérités suivantes, quelles propositions peut-on en déduire ?

AOU B |NON (AOU B) [ NON A | NON B | NON A ET NON B

o S S e
o < S| W

Ao B|A=B|B=A|A= BET B= A| (NON A) OU B[ (NON B) = (NON A)

3] eS| SIS s
o < < W

Exercice 9: En utilisant des tables de vérité, montrer que
a) (non (A ou B)) < (non A et non B),

b) (non (A et B)) < (non A ou non B),

c) (A< B) & (A= B) et (B= A)),

d) (A= B) < (non A ou B).

e) (A= B) < (non B= non A).

Exercice 10: Réciproque, contraposée et négation de la proposition :
Poia*+2-1<0= (z <1loua?>2).

Exercice 11: Montrer que les propositions suivantes sont des tautologies :

(Pet Q)= (PouQ); P ou (P = Q); P=(Q=P)

Exercice 12: FEcrire la négation de a < b < cet cellede a =b=c.

Exercice 13: Dans chacun des cas suivants , la proposition B est-elle une condition suffisante (CS),
une condition nécessaire (CN) ou une condition nécessaire et suffisante (CNS) de la proposition A7
a) A: “e2 >2" et B: “z > 17

b) A : “n impair” et B : “n? impair”

c) A: “z? <0 et B: “xz > 10"

d) A: “x €[1,3]” et B: “z € [l,4]”

Exercice 14: Parmi les expressions suivantes lesquelles sont des propositions :

(E1): Pet=QouP (Ey):3=9 (E3):2et (Q= P) (Ey): Pet (QouR)

(B):PetQouR  (E):PetQetR  (Er):PetouQ (ES):2+Z:>Q

Exercice 15: Montrer que les propositions (P = @) = R et P = (QQ = R) ne sont pas logiquement
équivalentes, que pensez-vous de P = Q) = R”

Semaine 3 : Ensembles

Exercice 16: Ecrire la négation des phrases suivantes :
a) IneNn <n+l.

b)Vae A, b€ B,a<b? et a <V®+1.
c)Ve>0,9a>0,Vz eR, |z — 1| <a= |22 - 1| <e.



Exercice 17: Pour chacune des phrases suivantes dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.
a)Vz e R,dy € R,z < xy.

b) Vr € R*,Jy € R,z < xy.

c)Vz e R,z > 1oua? < 2.

d)VzeRxz>1=22>0.

e)VzreR,(Vee R} 0<z<¢e)&2=0

f)VxER,VyER,VtER,<xt+y=O:>x:y:0>
g)vxeR,vyeR,(VteR,xHy:o);»a;:y:o

Exercice 18: Pour a,b € R on pose P(a,b) la proposition a + b* = 0.
a) La proposition P(1,1) est elle vraie? Et la proposition P(—1,1)7
b) La proposition “Va € R, Vb € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

c) La proposition “Va € R,3b € R, P(a,b)” est-elle vraie?

d) La proposition “Jda € R,Vb € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

e) La proposition “Jda € R,3b € R, P(a,b)” est-elle vraie ?

Exercice 19: Montrer a I'aide d'une récurrence que pour tout entier n on a

ikg _ n?(n+1)?
k=0 4

Comment peut-on écrire la preuve par récurrence a l'aide de quantificateurs.

1 1
Exercice 20: Déterminer les ensembles A; = U[n,n +2], Ay = U [ }, Az = ﬂ [n, +00],

2n+1’2n
/1 ::| | 0 ——l—— f1 ::| | 0 ——l——
4 7TL—F]_ ’ > 7TL—+—1

neN

neN neN neN

Exercice 21: Soit A, B, C' trois sous ensembles d’un ensemble E. Montrer que
a) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCOC).

b) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

c) (AUBCAUCet ANBCANC)= (BCC).

Exercice 22: Notons AAB l'ensemble (AU B) \ (AN B)
a) Montrer que AAB = BAA.

b) Montrer que AAB=ANB& A=B=0.

c) Montrer que AAB = @ < A= B.

d) Montrer que AAB = AAC' < B=C.

Exercice 23: Parmi les notations suivantes lesquelles définissent correctement un sous-ensembles de
R, et exprimer leur définition avec une phrase :

{2:3} (2;4) {x* —16/x > 2} {z? +3 e R/z € R}

{2;3;6} [2;4] {Vz e R/z* =16 >0}  (z>2)

{z e R/xz* — 16 < 0} {2 {3z e R/z* — 16 >0}  {z € [2;3]/2* > 100}
{z* =16 <0/x > 1} {z > 2} {z € R/2%} {z e R/z* € [-3;6]}
{z e R/3t € [0;2],z* < t*} [1;5] N [3;7] U [4; 8]

{r e R/x* — 16 < 0} U[1;8] {r e R/z* € [-3;6] et Tt € [0,1], 2% +* < 1}

Semaine 4 :  Applications

Exercice 24: Sur le repere de gauche est représentée 1'application f; : [0; 1] — [0; 1] et sur celui de
droite lapplication fs : [0;1] — [0; 1] ont-elles les propriétés suivantes :

PV € (055 file) = fi(1)



3
Pg . Hyo S [Z,
1

1}, 3z € [0;1], fi(x)

Py:¥r € 0; ], 3 € [31] fi(w) = £i(1)

Yo

Py :Vze|0;1], fi(z)=0=2=1

1

0.75

/\ 1 1
0.75

0.5

0.25

\ 0.5
0.25

Exercice 25:

y = fi(x)

- @@

T~

025 0.5

O

y = fox)

- @@

Dans chacun des cas suivants représenter l'image directe f;(A) de A par f;.

y = fi(x)

y = fa(z)




Exercice 26: Soient A, B C E, C,D C F, et f une application de E dans F. Montrer que
a) (AC B) = (f(A) C f(B)).
b) f(AUB) = f(A) U f(B).

(A

c) f(ANnB)C f ) f(B ) A T'aide d'un exemple montrer que U'inclusion peut étre stricte.

d) (Cc D)= (f7(C) C (DD
e) f[(CUD) = %) (D).
f) /71 nD)=f1(C)Nn ()

Exercice 27: Soient f, f2 et f3 des fonctions de R dans R. Pour chacune des propriétés suivantes,
écrire sa négation et illustrer graphiquement la propriété et sa négation.

a)Vie {1,2,3},3da € R, fi(a) =1.

b) Ja € R,Vi € {1,2,3}, fi(a) =1.

c) di € {1,2,3},Va € R, fi(a) =1.

d) Va e R,3i € {1,2,3}, fi(a) =1.

Exercice 28: Dans chaque cas représenter I'image réciproque f; '(A) de A par f;.

Yy Y
4 + 4+
y:fl(m) y:f2(l’)
3+ 34
A
2+ 2
1+ 1
A
} : : : : : : A T } : : : : : : X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Y
4+
y:f4(9€)
| : : : } : : : : : : X
-4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Exercice 29: Soit f: R — R. Ecrire & l'aide de symboles logiques les propositions suivantes :
a) La fonction f est nulle.

b) La fonction f s’annule.

c) La fonction f n’est pas constante.

d) 2 n’est pas 'image d’un réel par f.

e) f prend toujours la méme valeur pour des nombres opposés.

f) Aucun réel positif n’est égal a son image.



sin(x)

Exercice 30: Montrer que la fonction définie par + cos(10z) est bornée sur R.
cos(x) + 4sin(x) ot x?

1+4+e* 3+ 222
Exercice 31: Soit f, g, h les fonctions définies sur R par f(z) = 2? cos(v+a?), g(x) = 2 cos®(2? cos(z)+
cos(z)), h(x) = 22 et id l'identité de R, id(x) = x. Ecrire f et g comme somme (+), produit (x) et
composées (o) des fonctions cos, h et id.

Meéme question pour celles définies par cos(bx — 1).

Exercice 32: Soient f,¢g: R — R, on suppose que [ et g sont monotones (c’est-a-dire soit croissante,
soit décroissante) que dire de la monotonie de fo g et de f+ g et de fg.

Semaine 5 : Calcul de Limites

Exercice 33: Calculer les limites suivantes :

22° + 52 — 7 im (22 — ‘ : T
e s T 9 i
T—+00 3%43 —%ZL‘ +5 e) lim ez_x3_'_ln<x>. e 2
b) lim % Tot] mroe h) lim -
r—oo 2x3—21—x—4 ' £) lim $2+\/5. x40 241
¢) lim Rk eortoo 41 i) lim . + In(x).

Exercice 34: Calculer les limites suivantes :

. sin(z) . sin(2z) Vr—1-—1
lim ———. lim ———~. i) lim ¥~~~
a) 250 27 + Z>:L‘2 °) 250 In(1+ x) i) alcl—% x2—4
. sin” () ) . (4 j) lim va?+4+2r+3—2x
b) im ———m——. = J .
) xli\r(l] 1’3 ln(l + 37) f) :r:1—1>r—|1—100$81n (l‘) ' I—H—ool _ SCS
) 1—e*)sinx 3 k) li )
o) hm% o) hmln(l—l—i’)x—i-x). )m1—>H%1—2L'4
z—0 ] 1'3 +x z—0 2I 9 D 1 2 6
) tim “237) By f 2EEEE) o Dlmemy -
z—0 2x x—+00 x
Exercice 35: Calculer les limites suivantes :
. esin(@) _ lim sin (3sin(2x)) lim In ((3.08(51‘)) fim In (5C(;S($))
0 2% 0 T z—0 sin 2 z—=0  sin®x

Exercice 36: (A chercher seul, les résultats sont données a la fin.)

o 223-32%47x . 5z2-3In(1+52) . 3z+In(l4w) o 1\
ll_zhglo 323462 llo:xh_% -z llg_%}ﬁl sin x l27_m£&loo (1 + $)
o 223322472 . 522-3In(1+5z) /e —z—cos(z) Ion=lim TZ
l2_ac—lir-r-loo 3346z l“:gl‘_% 2sin(3z) 120211111100 x2 a0
l3= 1li i VA lig= i ValtltVette Ver—1 lo9= lim 2+l da’+1
3=, 3% aEtT 2= e z+1 lo1=lim ex— z—too T3 2241
R e o it x+sin(7x) z=0 . ﬁ 3z24+1
= =t = a— i el N A : — 1 — 2Tl
h=lim T ho=, Mm% Vot g liy (+32)sin(2a) lso=, lim L€ 3012
ls= lim LEerte” e i EESn(Tz) eo0 e li= lim  (ba+5¢3%) sin(e=37)
o +o0 z M e zVz+3z log— lim  YLEE=1 zrtoo
2,2 . = -
lo=lim  Z2F€ z_1 s lim x+sin(7x) z—0  sin(2z) L
o0 T 220 ay/Tt3w sin(1) lyz= lim (27 + 3a")w+2
e 5 224e%% —2e” . In(1+3x) laa=_ lim =45y eteo
771;3100 x4 116::%1_% sin(5z) z+oo ln(T) l33= 1151_1 Ver+r—+/er+x?
In(e3%+2z) In(1+43x) : sin(32?) e
= lim &= — ljim —lder) ls=lim oy lag= 1 Tz /2T F 22
e T o hr= B0 Ver2atts B, (sin(32))? u= dm  Vertaoverte
In(e3*42 In(1+3 In(1+3si —zt
lo=lim (€ +2) = lim  20+52) oo lim  nUF3sinT) I35=lim =%
z—0 x z—0 ﬁ+2x z—0 2z+3x z—>1 1—x




Exercice 37: Soient f une fonction définie sur R, et a,l € R.
a) Montrer que lim f(x) =1 = lim |f(x)| = ||

T—a T—a
b) Montrer que lim |f(z)| = 0 = lim f(z) = 0.

T—a Tr—a

c) Donner un exemple de f pour laquelle lir% |f(z)] =1, et f ne possede pas de limite en 0.
T—

Semaine 6 : Dérivabilité

Exercice 38: A chercher seul, les résultats se trouve a la derniére page, a ne regarder qu’apres avoir
cherché I'exercice. Calculer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes :

xT

filz) =2~z +3 fa(z) =xnz fo(z) = x?e” folz) = re
fo(x) = € 1 22 1+
f3(z) = cos(2z + 3) fs(x) = 2213 fo(x) = Bl fo(z) = In(1 + 2?)

Exercice 39: En utilisant la définition, calculer la dérivée des fonctions définies par les formules
suivantes.

a) f(x) = ma 4 p en tout zy € R.

b) f(xz) = /x en tout xy > 0. [ est-elle dérivable en 0?

Exercice 40: Calculer les dérivées des fonctions suivantes

a) x:‘”ex e) 1 i) In(In(In()))
b) sin(z) 1 + tan(z) j) 2*

1+ 22 f) sin(a® + 2x) k) a*, a € R}
c) cos(3z —21) g) sin(cos(z)) D si 72
d) In(1 + 2?) h) exp(exp(3x)) ) sin cos(x?)

Exercice 41: Soit g : R — R une fonction dérivable. Calculer f! en fonction de ¢’ dans les cas suivants

flw) = @ +32); fole) = glag(@));  fola) = S

Exercice 42: Soient les fonctions f et g définies par

1 1
@) = x sin (E) si x#0, et glz) = 2% sin (E) si x#0,
0 siz=0, 0 si z=0.

a) Montrer que f et g sont dérivables en tout point de R*, et calculer leur dérivée.
b) Etudier la dérivabilité de f et g en 0.
c) Comparer ¢'(0) et la limite de ¢’ en 0.

Exercice 43: Soient g et h deux fonctions dérivables en 0 et telles que g(0) = h(0) = 0 et ¢’(0) # 0,
montrer que
/
g(@) _ g
==0 h(z)  h'(0)

(cosz)—1
sin

En déduire la limite en 0 de la fonction f définie par

Exercice 44: Soit f : I — J une fonction bijective dérivable telle que sa réciproque soit aussi
dérivable, montrer que Vz € I, f'(z) # 0 puis que

1

vyed, (f)(y) = W)



Exercice 45: Soient f la fonction définie par

4z :
N siox<l1,
f(l’) - { 22(1—1’)(1-‘1-1‘) siox>1.

f est-elle dérivable en 07 Etudier les extrema de f.

Exercice 46: En utilisant uniquement les formules donnant la dérivée d'un produit, d’'une composée

et la dérivée de la fonction x —» %, retrouver la formule de la dérivée d'un quotient : (%)/
Semaine 7 : Etude de fonctions
Exercice 47: Soit f la fonction définie par f(z) = (222 — z + 1)e®. Etudier le sens de variation,

les limites en oo de f, les extrema de f, ainsi que le sens de variation de sa dérivée. Représenter f
rapidement. (De méme étudier les extrema de g(x) = (222 4 3x)e™®)

Exercice 48: Soit la fonction f définie par f(z) = e 27"

a) Etudier la parité de de f, ses variations, f est-elle bornée ?
b) Etudier les extrema de f.
c) Etudier le signe de la dérivée seconde de f, que peut-on en déduire pour la courbe représentative de
f?
3, .2
Exercice 49: Soit f la fonction définie par la formule %
a) Quel est 'ensemble de définition de f 7
b) Etudier les variations de f, les limites aux bornes de I’ensemble de définition de f.
c) Déterminer la tangente en (0,1) a la courbe représentative de f.
d) Etudier les asymptotes a la courbe représentative de f.
e) Représenter rapidement f.

. . . o SIn T + cos T
Exercice 50: Soit f la fonction définie par la formule ——————

a) Ensemble de définition de f.

b) Montrer que f est périodique.

c) Comparer f(x) et f(x + m), que peut on en déduire pour la représentation graphique de f.
d) Etudier les variations de f. On pourra montrer que f'(z) est du signe de cos(z).

e) Déterminer la tangente a la courbe en (0;1).

f) Représenter rapidement la fonction f.

cos? x

. . X

Exercice 51: Soit la formule Vi

a) Pour quels z a-t-elle un sens ? Elle définit alors une fonction f sur un intervalle /.
b) Etudier la parité de de f.

c) Calculer la dérivée de f sur I. f possede-t-elle une dérivée a gauche en 27

d) Etudier les variations de f. f est-elle bornée ?

e) Déterminer les tangentes a la courbe représentative de f en (0; f(0) et en (2, f(2))?

Exercice 52: Soit f la fonction définie par

si x>0,
si x =

—
&
I
—N—
[

8

a) J/ possede-t-elle une dérivée a droite en 07
b) Etudier les variations de f sur R*.
c) On pose g(z) =z f(z) et h(z) =x+1—Inzx

1. Etudier les variations de h sur R¥.

2. En déduire les variations de g.



3. Montrer que la courbe représentative de g ne possede pas d’asymptote au voisinage de +oc0.

Semaine 8 : Dérivées d’ordre supérieur. Développements li-
mités
Exercice 53: Soient f et g deux fonctions dont le développement limité a ’ordre 1 en 0 est donné par
f(x) =143z +ze1(x), g(x) =242+ xe2(2).

Donner des développements limités a l'ordre 1 en 0 des fonctions suivantes

f+4g, fg, f*

Exercice 54: Pour chaque fonction f; calculer son développement limité en 0 a l'ordre n;.

e fi(x)=(10+2z)In(l4+x), n; =3. o fi(x)=e"In(1+32)v1+2x, ny=2.
o folx)=e"In(l+x), ng = 3. o f5(x)= Coes#, ns = 3.
¢ o v, -3 ) i

Exercice 55: Déterminer, si elles existent, les limites suivantes a 1’aide de développements limités.

: _ 5 . _
lim 3sin(z) — x cos(z) — 2x lim & cos(z) —x
z—0 0 z—0 x —In(1+ x)

2 2
lim 2 (— — sin —) et lim x2<1n(x2 +3)—2In :L‘))
T—+00 €T €T Tr—+00

Exercice 56: Soit r > 0,a € R, et f:Ja—r,a+r[— R.

a) Pour quels z, I'égalité g(x) = f(a + x) a-t-elle un sens ? On définit ¢ ainsi.

b) Montrer que si f est 3 fois dérivable alors g est 3 fois dérivable et écrire la formule de Taylor Young
pour la fonction g. Quelle formule peut-on en déduire pour f(a + x).

c) On dit que f possede un développement limité d’ordre 3 en a, si il existe ag, a1, as, a3 € R et

e :la—r,a+r[— R telle que

Vt €la —r,a+7], f(t) = ao + ai(t —a) + ax(t — a)® + as(t — a)® + (t — a)’e(t)

avec lim, e = 0.
Montrer que si f est trois fois dérivable elle possede un DL3 en a.
d) Déterminer un DL3 de la fonction In en 1.

Exercice 57: Soit f la fonction définie sur R par pour z # 0
sin

f(z) = et f(0)=1

er —1

Montrer que f est dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.

2
Exercice 58: Soit f la fonction définie pour x €]0; +oc[, par la formule 2* In (x + )
x

a) Déterminer les limites aux extrémités de ’ensemble de définition.

b) Etudier les variations de f, on pourra calculer et factoriser f'(x) puis étudier la fonction définie
par I'un des termes de la factorisation.

c) Etudier la courbe au voisinage de 0 : limite, demi tangente ?

d) Montrer que C, la courbe représentative de f posséde une asymptote oblique, étudier la position de
C par rapport a cette asymptote.

e) Représenter C.



Semaine 9 : Applications des développements limités

Exercice 59: Pour chaque fonction f; calculer son développement limité en 0 a l'ordre n;.
e fi(x)=In(1+z+2?), ns;=3.

COS2 xX
o fo(x)= sm(me ), neg = 3. o f5(z)= ﬁ; ny = 4.
o fi(x)=1In(1+xcos(z)), ng=4. o fs(x) = 11811(?(@)6)7 ny = 2.
o fi(x)=In(e*+e7%), ng = 4.
: , o In(z) L]
Exercice 60: Calculer les développements limités suivants : f(r) = —= en 1 a l'ordre 2, g(z) =
x

sin(cos(z)) en 0 a 'ordre 2 et h(z) = cos(z) en g a lordre 6.

Exercice 61: Dans un examen récent, on demandait de donner le développement limité de la
fonction f(x) = e“*® & Pordre 2 en 0. Un étudiant a donné comme réponse

) = g ~ 2 1 aPe(a).

Expliquer pourquoi le correcteur s’est immédiatement rendu compte que le résultat était faux. Expliquer
comment I'étudiant a trouvé ce résultat et pourquoi sa méthode ne marche pas! (Indication : attention
au DL de I'exponentielle).

Exercice 62: Déterminer, si elles existent, les limites suivantes a 1'aide de développements limités.

lim e” — cos(x) lim (sin(x)) = .
z=0 1 — /1 — 12 x—0 €T

Exercice 63: Soit f deux fois dérivable sur R et a € R. Déterminer, si elle existe, la limite

lim fla+2h)+ f(a) —2f(a+ h)'

h—0 h2

Exercice 64: Soit h et f les fonctions définies par h(x) = e* + 22—z et f(z) = In(e” + 22 — z). Etudier
h, on pourra étre amené a calculer A”, montrer que h est positive. Quel est ’ensemble de définition de
f 7 Etudier les variations de f, étudier 'existence d’éventuelles asymptotes. Représenter f.

3 16
Exercice 65: Soit f la fonction définie sur R’ par la formule f(z) = 4/ %
x

a) Déterminer les limites aux extrémités de 'ensemble de définition.

b) Etudier les variations de f.

c) Déterminer le minimum de f.

d) Montrer que C, la courbe représentative de f possede deux asymptotes que I'on déterminera.
e) Déterminer la position de C, par rapport a 'asymptote oblique.

Exercice 66: Calculer les limite suivantes (A chercher seul, les résultats sont données a la fin.)

= lim cosz—1 I lim In(142z)—2sin(z) oz 1i 21n(cos(x))+sin(x?) Iia lim 1 1
YT 22 =250 2 97250 g B= 00 22 7 tan?z
. e —1-2g 1 1 342 _ .. sinzln(l1+z?) sinzy (L
lZ*IIL)InO 2 16:;% 1—2 P — € llO*zhi)nO 22 tan 2z l14:il_)rno< p )(acsma:)
cos z—e3% ; — 37457 L
l3=1lim o) I lim In(14+In(1+z))—sinx li1= hm+ ( )1 lis= lim
z—0 3Sln( :13) - 7*:0%0 xsin(?x) x—0 5o e L T—+00 L
s T cos T—sin 3z T 2,3 375 3/3 o = 2z+1\3z _ (z+3\5z
ly=lim == 5 lg=lim *(Va4+2-Vzo+1) he=_lim (55> ((55) (552)27)x



Semaine 10 : Primitives

Exercice 67:
Calculer les primitives et intégrales suivantes :

Tk o8 ? T56° 41
Fi(x)= [ 3t* =283 +tdt  Fy( —dt L= [ 3tvtdt  Fy(x)= 7 dt
1

15:/02 LU FG(J:):/ o F7(:c):/xtcos(t2)dt Fg(x):/xAt+Bdt

t2+4 et +3 t+D

Iy = /4 tant dt Iy = /3 cos (%) sin (%) dt Fii(z) = / cos®(2t) sin(2t) dt
0 0

Exercice 68:
Calculer les primitives et intégrales suivantes :

1 x x 2
11:/ te? dt FQ(:C):/ (t? = 2)e2" dt Fg(:c):/ tsin(3t)dt 1'4:/ Int dt
0 1

Exercice 69: Fonctions paires et impaires
a) Une fonction f: R — R est paire si, pour tout z, f(—z) = f(z). Montrer que si la fonction f

admet une primitive, alors
/ £(#) dt:2/ (1) dt

On pourra commencer par étudier la fonction définie par H(a f f(t)
b) Calculez : f t2 dt, fw/z cos(t) dt, f71 [t]? dt.
c) Une fonction f: R — R est impaire si, pour tout x, f(—z) = —f(x). Montrer que si la fonction f

admet une primitive, alors

IRCES

puis calculez : [? 3 dt, S m/ ,sin(t) dt, [T sinLsin®t dt, J o tan(t) dt.

xr
d) Soit f une fonction possedant une pr1m1t1ve telle que pour tout réel x, Lz f(t) dt = 0, montrer que
f est impaire.

w/4

Exercice 70: Fonctions périodiques Une fonction f : R — R est périodique de période T si, pour
tout x réel, f(z+7T) = f(z).

z+T
a) Montrer que si la fonction f, périodique de période T' possede une primitive, alors / f ne
xr

/:+Tf(t) dt:/OT () dt

b+T
/ f) de= | f) de

c) Donnez des exemples de fonctions périodiques

d) Calculez : fo% cos(t) dt, [ T2 cos(t) dt, o cos(2t) dt, |y

e) On veut calculer
2 :
sin ¢
/ —'2 dt .
o 2-4costsin“t

Montrez que cette intégrale est égal a f - %%I;th dt et conclure.

dépend pas de x : pour tout x € R,

b) Montrez aussi que

w/2 3r/2

pcos(2t) dt, [T, cos(2t) dt.



Semaine 11 : Changement de variables dans les intégrales

Exercice 71: Calculer les intégrales et les primitives suivantes. On pourra utiliser un changement de
variable.

4 1 x 1 x
I, = dt Fy(x) = — d¢ Fy(z)= [ tcos(2t®> +1) dt
= e R [ gme Ae - [ e

i 48 @ “ /1+2Int
I, = dt Fi(z) = e et + 1 dt I:/ 4 At
= s Bw= [ e =

Exercice 72: (%) On suppose qu'une fonction f continue sur [0, b] vérifie :

Ve e [0,0] f(b—x)= f(x)

a) Quelle est la signification de cette relation pour la courbe représentative de f 7
b) Démontrer, a I’aide d’un changement de variable, la relation suivante :

/Obxf(x) dz = g/obf(m) dz

c) En déduire la valeur de I'intégrale :
/ x sin® z dw
0

Semaine 12 : Fonctions trigonométriques réciproques

Exercice 73: Montrer que pour tout x € [—1,1] on a cos(arcsin(z)) = v/1 — x?

Exercice 74: Calculer les primitives et intégrales suivantes (a # 0) :

dt

Fi(z) = / ——dt L= / arctant dt Fs(z) = % dt I, = / t:{tQ
0 1

1?2 + a?
T 1 T
F5(.T) = / \/ﬁ dt FG(ZE) = / V et —1dt

Exercice 75: Soit % la fonction définie sur R* par h(z) = arctan(2) + arctan .

a) Dériver h, en déduire une expression simplifiée de h(z) sur R et sur R*

b) Déterminer un DL3 en 0 de la fonction arctangente.

c) Soit f la fonction définie sur R par f(z) = xarctan x, étudier les variations de f.

d) Montrer que la courbe représentative de f possede une asymptote en +oo, on déterminera son
équation ainsi que la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

1—a?
2x

Exercice 76: Dériver la fonction f définie sur R* par f(z) = arctan( ) en déduire une expression

simplifiée de f(z).

Exercice 77: Calculer en se ramenant a des arcsinus :

v 1 v 1
dt et —dt
/ V3 —t? / V3 — 4t —t?



Introduction aux primitives de fractions rationnelles

Exercice 78: Calculer en se ramenant a une arctangente

v 1 To2t41 v t
/ —— dt puis / el dt en déduire / —— dt
24+t+1 24+t+1 24+t+1

Exercice 79: Soient a, b, c¢,d quatre réels tq a # b, montrer qu’il existe un unique couple (o, §) € R?
tels que

cr +d « 15}
Vre R\ {a,b = +
\da.bh (x—a)(z—b) x—a x—0
b d
Montrer ensuite que o = «“@ + et g = ot
a— —a
Tot42 bo5¢2
En déduire / _the dt puis / — dt
2 —5t+6 o t2—4
Exercice 80: Montrer, en considérant tous les cas possibles que 1’on sait trouver les primitives de toute
: cx+d
fonction de la forme f(z) = ————.
mx® +nr +p

Exercice 81: Calculer

1) /0 In(cost)cost dt 2) /12 In <1 + \/E) dt

Exercice 82: Montrer en posant u = cost que

1 1 1 1
x sint 2 l—u 1+wu

En déduire la valeur de l'intégrale.

W
Sk
)

E\

Solution des exercices corrigés

Solution de l'exercice 0 : By = z; Fy = 12, Es=a* Ey=1+a* Es=a—0b; Eg = 1n4; BE; = a,
Eg = 3; By = —4; By = 5; Byy = d®; By = \a; Byg = —1; By = 4; Ey5 = e 4 ¢7; Eyg = €3m —
Eir =5; Bis = 1; By = 55; oo = (1 —va)> =1+ a— 2/ E21:—\/%; By =1+ /a;

Solution de l'exercice 36 : [} = 7 il = 2 i l3 = 4005 Iy = +00; l5 = +00; lg = 2; I; = 400; lg = 3;

lg =5; lig = —15; lyy = —2; l1» 2513—0l14—0515—3,l16—§;l17=0;l18=0;l19=4;l20:+00;
oy =33l =065 log = T3 o = 33 los = 55 lag = 35 lor = €5 log = 15 lag = T; 30 = &5 ls1 = 5; l3p = 2;
l33 = 0; I34 = —o0; l35:§'

Solution de Pexercice 38 : fi(x) = 2z — 1; fi(x) = 3e%%; fi(x) = —2sin(2z + 3) fi(z) =1+ Inz;

2x
—at 2 T+a’)e”
fila) = gt file) = (20 +a)ens fi(o) = G f(0) = RIS file) =
Solution de I'exercice 66 : [y 1 =2 l3——— ly =315 = =2, lg = — 17:_;. 18=§;
lg =— 6,[10—%l11—\/_512—5113_§l _eé§ll5=18565
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